
作业九　（12月22日课堂上交）

1. 本次作业，仍然是关于定义的。

a) 假设群 G 作用在集合 X 上，满足如下的相悖性：

存在 X 的两两互不相交的子集 A1, · · · , Am 和 B1, · · · , Bn （其中 Ai ∩ Bj = ∅ ，∀ 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤
j ≤ n ，Ai ∩ Aj = ∅ ，∀ 1 ≤ i ̸= j ≤ m ，并且 Bi ∩ Bj = ∅ ，∀ 1 ≤ i ̸= j ≤ n ），以及 G 中元素
a1, · · · , am 和 b1, · · · , bn ，使得

X =
m⊔
i=1

ai(Ai) =
n⊔

j=1

bj(Bj) 。

证明：一定存在 X 的两两互不相交（两两互不相交的含义和上面类似）子集 C1, · · · , Cp 、
D1, · · · , Dq 和 F1, · · · , Fr 以及 G 中元素 c1, · · · , cp 、d1, · · · , dq 和 f1, · · · , fr ，使得

X =

p⊔
i=1

ci(Ci) =

q⊔
j=1

dj(Dj) =
r⊔

k=1

fk(Fk) 。

换言之，需要证明的是，如果可以一分为二，每份“大小不变”，则可以一分为三，每份“大小
不变”。

b) 证明 a) 之逆。换言之，证明：如果可以一分为三，每份“大小不变”，则可以一分为二，每
份“大小不变”。

提示：Banach-Schröder-Bernstein定理。

参考答案：

a) 根据题目假设，存在 X 的两两互不相交的子集 A1, · · · , Am 和 B1, · · · , Bn （其中 Ai ∩ Bj = ∅
，∀ 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n ，Ai ∩ Aj = ∅ ，∀ 1 ≤ i ̸= j ≤ m ，并且 Bi ∩ Bj = ∅ ，∀ 1 ≤ i ̸= j ≤ n
），以及 G 中元素 a1, · · · , am 和 b1, · · · , bn ，使得

X =
m⊔
i=1

ai(Ai) =
n⊔

j=1

bj(Bj) 。

我们有 X 的两个剖分
X = b1(B1) ⊔ · · · ⊔ bn(Bn)
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和
X = (A1 ⊔ · · · ⊔ Am)

⊔
(B1 ⊔ · · · ⊔Bn) 。

根据上面两个剖分可以得到加细剖分如下：

b1(B1) = ((b1(B1) ∩ A1) ⊔ · · · ⊔ (b1(B1) ∩ Am))
⊔

((b1(B1) ∩B1) ⊔ · · · ⊔ (b1(B1) ∩Bn))

· · ·

· · ·

bn(Bn) = ((bn(Bn) ∩ A1) ⊔ · · · ⊔ (bn(Bn) ∩ Am))
⊔

((bn(Bn) ∩B1) ⊔ · · · ⊔ (bn(Bn) ∩Bn))

令
Cij = bi(Bi) ∩ Aj 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

Dik = bi(Bi) ∩Bk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ n 。

则

X =

 ⊔
1≤i≤n
1≤j≤m

Ci,j

 ⊔  ⊔
1≤i≤n
1≤k≤n

Di,k

 。

令
C ′

ij = b−1
i (Cij), ∀ 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

D′
ik = b−1

i (Dik), ∀ 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ n 。

则

B1 = b−1
1 (b1(B1))

= b−1
1

(
(C11 ⊔ · · · ⊔ C1m)

⊔
(D11 ⊔ · · · ⊔D1n)

)
= (b−1

1 (C11) ⊔ · · · ⊔ b−1
1 (C1m))

⊔
(b−1

1 (D11) ⊔ · · · ⊔ b−1
1 (D1n))

= (C ′
11 ⊔ · · · ⊔ C ′

1m)
⊔

(D′
11 ⊔ · · ·D′

1n)

对于所有的 1 ≤ i ≤ n ，我们均可对 Bi 做上述的剖分。因此

n⊔
i=1

Bi =

 ⊔
1≤i≤n
1≤j≤m

C ′
ij

⊔
 ⊔

1≤i≤n
1≤k≤n

D′
ik


至此，我们找到了 X 中两两互不相交的子集 A1, · · · , Am 、 C ′

ij (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m) 和
D′

ik (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ n) ，满足

X =
m⊔
i=1

ai(Ai)

X =
⊔

1≤i≤n
1≤j≤m

(aj · bi)(C ′
ij) （为什么？）

X =
⊔

1≤i≤n
1≤k≤n

(bk · bi)(D′
ij) （为什么？）
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至此，我们证明了：如果可以“一分为二”，则可以“一分为三”。证毕。 �

b) 证明：用 .G 代表 G-小于等于，用 ∼G 来代表 G-等价。

如果可以“一分为三”，则存在X 上的两两互不相交的子集A1, · · · , Am ，B1, · · · , Bn 和C1, · · · , Cp

，使得

X ∼G

m⊔
i=1

Ai ∼G

n⊔
j=1

Bj ∼G

p⊔
k=1

Ck 。

由于 (
n⊔

j=1

Bj

)⊔(
p⊔

k=1

Ck

)
⊂ X ，

我们有 (
n⊔

j=1

Bj

)⊔(
p⊔

k=1

Ck

)
.G X 。

注意到

X ∼G

n⊔
j=1

Bj ⊂

(
n⊔

j=1

Bj

)⊔(
p⊔

k=1

Ck

)
，

我们有

X .G

(
n⊔

j=1

Bj

)⊔(
p⊔

k=1

Ck

)
。

根据 Banach-Schröder-Bernstein 定理，(
n⊔

j=1

Bj

)⊔(
p⊔

k=1

Ck

)
∼G X 。

令D1 = B1, · · · , Dn = Bn ，Dn+1 = C1, · · · , Dn+p = Cp 。则X 中存在互不相交的子集A1, · · · , Am

和 D1, · · · , Dn+p ，满足

X ∼G

m⊔
i=1

Ai ∼G

n+p⊔
s=1

Ds 。

因此 X 在群 G 的作用下可以“一分为二”（如果可以“一分为三”的话）。证毕。 �
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